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Automates cellulaires

Définition

» Objet syntaxique
m un alphabet A
m un réseau régulier de cellules (Z dans cet exposé)
m un voisinage V = {vy,..., vy} (partie finie de Z)
m une fonction locale f : A" — A (ou n= |V|)
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m un alphabet A
m un réseau régulier de cellules (Z dans cet exposé)
m un voisinage V = {vy,..., vy} (partie finie de Z)
m une fonction locale f : A" — A (ou n= |V|)

» Objet étudié
m espace des configuration : A%
m fonction globale F : AZ — A% définie par :

F(X)z = f(Xz+v1 gub e 7XZ—|—Vn)




Automates cellulaires

Exemples

m A={0,1,2}
mV={-2-1012}
m f = majorité

m A={0,1}
mV={-1,01}
mf(x,y,z)=x+y+zmod 2
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Systemes dynamiques
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m topologie produit de la topologie discréete
m métrisable par d(x, y) = 2~ MnlIZllc:xz7yz}
m espace compact
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» Topologie sur AZ
m topologie produit de la topologie discréete
m métrisable par d(x, y) = 2~ MnlIZllc:xz7yz}
m espace compact

» Caractérisation globale

Théoréme (Curtis-Lyndon-Hedlund)

F est la fonction globale d’un AC si et seulement si F est
continue et commute avec les décalage.

m décalages : les fonctions o, avec (02(x)),, = X 1z 4
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m approche expérimentale (S. Wolfram)
m 4 classes
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m basé sur I'observation de petits automates
m pertinence ?
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Problématique de la classification

m approche expérimentale (S. Wolfram)

m 4 classes

m définitions floues

m basé sur I'observation de petits automates
m pertinence ?

m approche « systéemes dynamiques »

m pb du choix de la topologie (Cantor, Besicovitch, ...)
m notions classiques adaptées aux AC ?

m approche « algorithmique »

m universalité Turing
m notions de simulation ad hoc
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Les « groupages »

» Idées

m notion d’échelle (macro-cellules)
m pré-ordre / simulation

m classification
m relation d’équivalence
m notion d’universalité

» Historique
m J. Mazoyer et |. Rapaport (1998)
m B. Martin Il (2001)
m N. Ollinger (2002)
m GT (2005)




Groupages — approche algébrique

Esquisse générale

» Ingrédients
El comparaisons “locales” simples
m alphabet
m fonction locale
A transformations géométriques

m sur 'espace-temps (indépendamment de 'alphabet)
m “naturelles”
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Esquisse générale

» Ingrédients
El comparaisons “locales” simples

m alphabet
m fonction locale

A transformations géométriques

m sur 'espace-temps (indépendamment de 'alphabet)
m “naturelles”

» Comparaisons locales a transformation géométrique prées
m 7; : transformations
m < :comparaison locale
B Fpsimule Fg < 3Ty, T, : T1(Fg) < T2(Fa) >
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Proposition
Tous les relations composées sont incluses dans <C

Proposition
Les seules relations transitives sont C_, <1 et <C

Proposition

« — »  inclusion stricte.
« # » . non-inclusion.

A

1A
s
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Transformations géométriques

» Trois opérations / trois parametres

B compression du temps [ . SR S
m décalage régulier du

reseall R

m groupage de cellules en
poo IEEE wars

Formellement...

F;m,t,z> o bm 00,6 FAt ) br_n1

avec b, : A“ — (A™)Z bijection canonique
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Transformations géométriques

» Trois opérations / trois parametres

B compression du temps [ . =T T
m décalage régulier du

eseg S RN

m groupage de cellules en
poo IEEE wars

Proposition

F>™'> est un automate cellulaire.
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Définitions

/4 !
FaxcFg < Imm' t,t z,Z": ij’t’DEFgm oz
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Définitions

/4 !
Fa<cFs < 3mm, tt,z,2 - Fme e Esm Il

VATV
Fa=aFp < Imym, t £,z 2L Euikte = b m "0l

VAR TR
FAngB < Hm, m/’ t, t/7 Z7 Z, ; F;m7tvz>£FB<m iy |

Proposition
=c, 2« et X sont des pré-ordres

m on peut toujours imposer z =0
m sit =1, la simulation est totale
B si z = Z/ = 0, la simulation est droite
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Exemples

H— N ||
— I n
H—- HENR

Fa=cFs

<6,6,0>
car FaACFg

4



Groupages — approche algébrique

Hiérarchie

Proposition

IA
1A
LA
I

=
T o
Towr s

« — » :inclusion stricte.
« /4 » 1 non-inclusion.
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» Sous-systeme stable
® Y un sous-shift de A”
m Y stable pour Fp si 3t avec F}(X) € &

» Facteur
mo: AL B
m ¢ continue, surjective, commute avec les décalages
m Fpfacteurde Fasi¢po Fp= Fgo¢

» Généralisations
m ¢ commute faiblement : 3a,b: 020 ¢ = ¢ o o®
m ¥ n'est pas clét par o, mais par ¢”
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» Facteurs de sous-systemes
B Fp < Fg si Fp est facteur d’'un sous-systéeme de Fg

ZLAZ

Fgl lFA
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» Facteurs de sous-systemes
B Fp < Fg si Fp est facteur d’'un sous-systéeme de Fg

ZLAZ

Fél lFA

Z—f—»AZ

m c’est un pré-ordre (trés général)

m on retrouve les simulations <, <4 et < droites et
totales par
m contraintes sur X

m contraintes sur ¢ {
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Structure des pré-ordres

» Conventions pour la suite
m on considére seulement <, =g et <
m < désigne indifféremment 'une des trois
» Bas de l'ordre
m automate a 1 état est minimum global
m nilpotents a hauteur 1
m classe de l'identité a hauteur 1
» Ordres induits

m chaine infinie croissante : (MAX,)

e .,
m 2 chaines infinies croissante incomparables

m tout arbre fini
m chaine infinie décroissante
[

e
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Définition
Fa est <-universel siVFg : Fg < Fx

Théoréme
Il existe des automates < -universels.

Démonstration.

» Autres propriétés :
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Universalité intrinséque

Proposition
Si F4 x Fg est universel, alors F4 ou Fg l'est.

Théoreme
La <c- et la X< -universalite sont indecidables.

Démonstration.
m T :jeu de tuiles NE-déterministe

m savoir si T pave périodiquement le plan est indécidable
m automate T x U ou U universel

Corollaire
Si Fp n’est pas <-universel, alors il existe une chaine infinie
croissante au dessus de lui. %
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Topologie des pré-ordres

ouvert fermé

» Fermés remarquables

m surjectifs

m réversibles

m linéaires

B « équicontinus »

m expansifs (vrai pour <p)
» Ouverts remarquables

m « sensibles aux conditions initiales » (pour <4 seulegnent

m Turing-universels
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Problemes ouverts

m existe-t il des automates <<-universels ?

m =<c-universalité et <-universalité équivalentes ?
®m un ordre induit dense dans I'un des pré-ordres ?
m quels automates au niveau 1 ? a hauteur finie ?

m Turing-universel implique hauteur infinie ?



